Movimento “geral” de
um corpo
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Este movimento é na realidade a composicao
de dois movimentos distintos...



Movimento “geral” de
um corpo

’ k
O gorpo desloca-se como

stm todo, senglterai:;

jonentagao no espJ

Translacao



Movimento “geral” de
um corpo

Ha pelo menos um
ponto do corpo que
Nnao se move
(““ponto fixo”)

Rotacao



Movimento “geral” de
um corpo

O eixo de rotacao
nao tem de ser o
mesmo durante

todo o
movimento...

Rotacao



Movimento “geral” de
um corpo

® Numa rotagao pura, o eixo de rotagao
pode ser identificado, em cada instante,
pelo conjunto de pontos que, nesse
instante, nao se movem

® Podemos entao tentar analisar um
movimento geral de um corpo como uma
“soma’, em cada instante, de uma
translacao com uma rotacao em torno de
um eixo “‘instantaneo’’ de rotacao



Como descrever a
translacao!?

S0 sabemos lidar com “pontos materiais’...

Vamos analisar um corpo extenso como
um conjunto de pontos materiais...

Para ja, nao vamos restringir de modo
algum o movimento dos pontos materiais

Isto significa que o que vamos descobrir se
aplica a qualquer corpo, mesmo que a sua
forma se altere durante o movimento...



Centro de massa

> dp; g d°T;
I = CZ &™) [-n—

Para um conjunto de particulas:
3 27 d27 d27s
ZFi:ml Im2 Img ..
/)

=
dt? dt? dt?

Sera que € possivel escrever esta relagao como

. d’R
Fiotal = M ——-
total 172

Sim, basta definir: MR = Z m; T



Centro de massa

Vetor posicao do centro de
massa do sistema de
particulas

Particula i

Xv



Centro de massa

- ™ Densidade do material

Particula i




Dinamica de um sistema de particulas

Encontramos o centro de massa de um sistema
procurando um vetor posi¢ao cuja segunda
derivada fosse igual a resultante de todas as forgas
que atuam num sistema de particulas dividida pela
massa do conjunto de particulas
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Forcas externas———""_

, - | 3% Lei de Newton
Forgas entre as particulas —~ Forca da particula j sobre a particula i



Dinamica de um sistema de particulas

O centro de massa de um sistema de particulas de massa

total M move-se tal como se moveria um ponto material
com a mesma massa sujeito as mesmas forcas externas

dPcys
dit

Z F—;eXt _ MIAYCM _

Pou = Zﬁi — MVeum

...Se a resultante das forcas externas for nula, o momento
linear do centro de massa mantéem-se constante,i.e., o0
momento linear total do sistema mantém-se constante...



Determinar experimentalmente
O centro de massa

Encontrar o ponto de

' intersecao das linhas

’ verticais que passam por

S diferentes pontos de
suspensao do objeto

I
Ae !

Centro de massa- " Na realidade, o que

estamos a determinar e
o centro de gravidade...

®
D



Dinamica de um sistema de particulas

O centro de massa de um sistema de particulas de massa
total M move-se tal como se moveria um ponto material
com a mesma massa sujeito as mesmas forgas externas




Centro de gravidade
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Podemos definir um ponto, o centro de gravidade, onde
podemos “colocar” uma forga gravitica de valor Mg cujo
efeito € o mesmo da soma de todas estas forgas graviticas



Centro de gravidade

Se a aceleragao da gravidade for identica em todos os
pontos do corpo, o centro de gravidade coincide com o
centro de massa do corpo

Quando o corpo € muito extenso, o centro de gravidade
pode nao coincidir com o centro de massa...



entro de gravidade




Corpo rigido

Particula i

Num corpo rigido, as
posi¢oes relativas das
particulas constituintes nao se
alteram

Teorema de Chasles: o movimento mais geral de um corpo
rigido € uma translagao combinada com uma rotagao

Translagao do corpo @ Movimento do centro de massa



Coordenadas angulares

Se a for
constante:

O Linha de

referencia

w = wp + at

1
0 = (9() +w0t+ 50&?52

s =r6

_df Velocidade
db angular

- dw  Aceleragao

o — —
db angular



Particula que “roda”

—yAl
r A0

2 = rcos(9) Ax = —rAfsin(6)
Ay = rAf cos(0)

y = rsin(6)

\




Velocidade angular

Axr = —yAb 1
Ay = z /A0 “At

Direcao do eixo de rotacao e sentido
dado pela regra da mao direita Direcao perpendicular
aos vetoresA e B

— — :i‘ »:&«s’u Aﬂg — — {\—> A
AxB=| Ag 7A, "A, |=|A]-|B|-sin (A, B) k=
Bs B, B,

= (A,B,— A.B,)z+ (A,B, — A, B.)y + (A.B, — A,B,)Z



Regra da mao direita

Ax B=C o C
O polegar indica o
sentido do vetor

produto

%

Colocar todos os dedos da MAO DIREITA no sentido
de rotagao do primeiro vetor para o segundo vetor do
produto (a ordem e importante!)



Energia cinetica

Particula i

Todas as particulas do corpo tem

a mesma velocidade
angular, embora nao tenham
a mesma velocidade linear

E—Z — MV} Z —my; ( )2

Estamos a “esquecer” o movimento de translagao...



Energia cinetica




Energia cinetica

Particula i

r? —r?(cos¢)? =

— 2 (1 — (cos gb)Q) —

;i COS @ ?

:: ‘ T Sin . A . ’ .
F i SILQ Distancia da particula i

a0 eixo de rotagao

E. = Z %mw? —

Momento de



Momento de inercia
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m 1 1
b E.=2x =M(aw)* = =Iw?
ﬂ(} ! @% : :
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M EC:2x§M(aw) —|—2><§m(bw)
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I = 2Ma? + 2mb?

2 . ’
Momento de | — quzdi Unidades: massaXarea
)

inercia



Momento de inercia

Momento de [ — Zmid?

Para uma distribuicao continua de massa:

[ = / d*dm
Volume do corpo

— / d* pdV
Volume. ..

Massa volumica

(densidade) do material



Momento de inercia

Anel a rodar em KN x _ RQ/dm
torno do seu eixo: K/
= MR?

Casca cilindrica a @

rodar em torno do I = MR?

seu eixo: €W b




Momento de inercia

Disco a rodar em
torno do seu eixo:

MENY:Wolels
unidade de area

R
I = /TQdm:/ rlo2mrdr
0
R 4
R
= 2#0/ rodr = 2mo —
0 4

2
= o (TR?) R? — %MRQ



Momento de inercia

Cilindro macico a
rodar em torno do
seu eixo:

Massa por unidade de
comprimento

Barra macica a rodar
em torno de um
eixo perpendicular:




Momento de inercia

Esfera macica a
rodar em torno do = I = ZMR?
seu eixo:

|
Esfera oca a rodar )
em torno do seu 9 I = ZMR?

ei|xo:



Momento de inercia

Todos estes momentos de inercia foram calculados
assumindo que o eixo de rotagao passava pelo centro de
massa. E se nao passar?

Eixo de o I\ 2
rotacao lem = Z m(r;)

G -~
S— ¢
,




Momento de inercia

E zero porque é a posicio do
CM... no referencial do CM!

Teorema de Steiner
(ou teorema dos eixos paralelos)



Momento de inercia

&ﬁ Iom = 1—2ML2
L




Momento de uma forca

Em que ponto
devemos apoiar a mao
para abrir a porta com

menor esforco! B

Como pode uma crianga \ - (4'
“levantar’” um adulto sentado no %\"[\FJ
outro lado do baloico? -
Quando estudamos a estatica/dinamica de um corpo
que ja nao e possivel considerar um ponto material, o

ponto de aplicacao da forca tem de ser
considerado



Momento de uma forca

AW = F - A7 = FyAz 4+ F,Ay = —yF,A0 + 2F,A0 = 7,0

[ Az = —yAb
. Ay =zAd Momento da forca F
V1 em relagao a origem

8Y



Momento de uma forca

F=FxF
7 = |7 |F|sin 7 F
b= |7 sin (7 F

ol

Braco da forga distincia da linha
de agao da forga ao ponto em relagao
ao qual se calcula o torque

Ponto em relagao ao qual
vamos calcular os torques migdy — magds + 0 =0

O X
/ /
Direcao perpendicular ao plano Direcao perpendicular ao plano ( _ )
do écran, sentido para “cima” do écran, sentido para “baixo” mldl — m2d2




Momento de uma forca

—

F

—

Fo

b1 Z+ by 2

Ttotal —

jo8 © ©



Momento de uma forga

, Em qual destes pontos

| de aplicacao a forga

“causa’” maior torque!
J 1

1>(4=5)>3>2

As unidades Sl do torque sao
N-m, tal como as da energia

(I J=1 N-m), mas o torque
NAO é uma energia



Momento de uma forca

® O momento de inercia e SEMPRE

definido em relagao a um eixo (o eixo de
rotagao...) - o seu valor nao € “universal”,
depende do eixo!

® O momento de uma forca ¢ SEMPRE
definido em relagao a um ponto - o seu
valor depende desse ponto!

e Nao faz qualquer sentido falar
destas grandezas sem indicar o
eixo/ponto...



Momento resultante

Ttotal—ZTZ :ZTZXF Z?"Zx ﬁieXt—l—Zﬁji
_anFeXt—erszﬂ
_ZT”L Fext_I_ Z (

pares 1]

_ZrszeXt—l— Z ﬁji

/

Esta parcela e nula se

Particula i

Particula j| 7 7,

rij || Fja Fii = 7 —



Momento resultante

— . — ~ext
Ttotal — E r; X FZ

1

A soma dos torques sobre um corpo rigido e igual a soma

dos torques das forgas externas se a linha de acao das

forcas internas coincidir com a linha que une as
particulas em questao

\

Forma ‘“forte’” da terceira lei de Newton



Momento resultante

—

Fz’j — _ﬁji mas ﬁz’j H T_‘;'j

Particula i

Particula j

—

’l“ijE’l“i—’I"j

Fij = —Fji e Fyy | 7

Forma fraca do principio da agao-reagao

Forma forte do principio da agao-reagao



Momento angular

2 frext _ § : 7 x F se fo.r vjalloda a forp1a fortNe
do principio da agao-reagao

Em relacao a
origem...

Momento | — Zg _Zﬁ. X B
Angular i




| ei das areas
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Tensor de inercia
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Tensor de inercia

L, = va; ([7"@2 —5’722]
Zmz zyz

Wy — [xzyz]

L — 5 mz 'CEZZZ

> m[ry — 7] — D

— |y Zi]wy

r? —y;]

Tensor de inercia

i — v

Wy — [szzz]wz)

Jwy — [yizi]w:)

+ 17 = 27 ]w:)

Zz my; [yzzz]
S mylre — 27



Relacao entre momento
e velocidade angulares

Ly doimalry —x] = malway] = Y mylxz] W
Ly | = —>Ximalmy] >, malry —wi] =3 milyizi] Wy

Se o eixo de rotacao NAO coincidir com um eixo de

simetria do corpo rigido, o momento angular
PODE NAO SER paralelo a velocidade angular!!!

Se o eixo de rotacao coincidir com um eixo

de simetria do corpo, o momento angular E L=1I&
PARALELO a velocidade angular:



Relacao entre momento
e velocidade angulares

L, &=m [k +3r2] 0 0 W
L, | = 0 smr? 0 Wy
L., 0 0 Lm [h? + 3r?] W,

1
— Em [hz -+ 37‘2} wxi‘—l—
I 5 .
+§mr Wy Y




Bailarina

L. = constante

N l
l

—

] I =1



Estacoes do ano

# L = I& = constante



Precessao dos equinocios

Na realidade,como alerra _ L, =
~ 7 . ro. Ttotal = Z r; X Fg,i # 0
nao € perfeitamente esférica:

1ETerra

O momento angular da Terra nao e constante!
“Rotacao” do momento
angular da Terra em torno da
normal a ecliptica \C '
—2

(precessao)

/ Rotacao da Terra em
torno do seu eixo

As estacoes do
ano vao “‘rodar”!!!
(o periodo de
“rotacao’ &

~26000 anos.. ) .".Eixo de rotagﬁo

© 0000006000000 000 0 0 0 o REEIL S PN o © © © © © © © 0 0 © 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
.....

(plano da orbita)
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Precessao

. O vetor momento |
tangular precessa (“roda”)
. em torno da vertical |

Vista lateral

=]

é constante

7L .
dl = 7dt L muda de direcao




Nutacao

O vetor momento angular
nuta (“oscila”) em torno da
“trajetoria’” da sua precessao

3
i

Posicao do Tropico de Cancer
na Carretera 83, no Meéxico




Com impulso no
Sem impulso no Com impulso no sentido contrario ao

sentido da precessao  sentido da precessao da precessao



Momento angular

Tal como para o torque, € sempre necessario indicar o
ponto em relagao ao qual se calcula o momento angular!

Mas ha cuidados adicionais a ter...

YA
_— Particula i

Xv



Momento angular

Este
termo
devia ser




Momento angular

Referencial S’ € inercial... apesar
de acompanhar o corpo rigido

> ap =0 *

ou
L = Escolhe-se o centro de massa
& To = RCM
para calcular os momentos
ou

I (ECM —F@> | do * Demasiado complicado @



Dinamica do corpo rigido




Dinamica do corpo rigido

Assume-se a forma forte do principio da agao-
reacao

Os torques e momentos angulares sao calculados
em relagao a0 mesmo ponto

Esse ponto tem de ser o centro de massa ou hao
estar acelerado

O eixo em relagao ao qual se calculam os
momentos de inercia tem de incluir o ponto em
relacao ao qual se calculam os momentos angulares
e o torque



Dinamica do corpo rigido

Para descrever o movimento geral de um
corpo basta estudar o movimento do centro
de massa e o movimento de rotacao do
corpo em torno de um eixo instantaneo de
rotacao (que, em muitos casos, passa pelo
centro de massa...)

Algumas grandezas dinamicas, como a energia
cinetica e o momento angular, tem um valor que
depende dos dois “tipos” de movimento do corpo...



Energia cinetica

— — —
T; :Ti+TCM I — lm’UQ
Cc 1%
2
— —/ — .
Vi = U; + UCM 2




Momento angular

i = 7% + Tom L=) TixPp
i

— —/ —

Vi =V, + U — .

¢ YT POM = E m; (7; + Tom) X (U + Yom)
i

v — E m;r; X U, +7rcM X E TV,
— Particula i 1 (

"
*
‘0
.




Disco a rolar sem deslizar

’
'UCM UZRO) U:UCM+R[1):27}CM

UV=TUcMm Z

Translacao Rotacao Translacao e rotacao
1 1 1 1 MR* fvem\2 3

E. —§MU%M +§Icu2 — —MU%M | 5 5 (?) — ZM”UCZJM

- . . MR- 3 .

L =MRvcmz +1wz = M Rven 2 A UCMZ = — M Rvconv 2




Disco a rolar sem deslizar

3 3
§MR2w3 — §MRUCM7:‘

Quando o corpo rola sem deslizar, podemos
considerar que o movimento € uma rotagao “pura’”
que se da em torno de um eixo instantaneo que passa
pelo ponto de contacto com o solo...



Leis de conservacao

¢ Energia mecanica

(se nao houver forgas dissipativas)
Simetria de translacao no tempo

e Momento linear

(se a resultante das forgas externas for nula)
Simetria de translacao no espaco

¢ Momento angular

(se o torque das forgas externas for nulo)
Simetria de rotacao no espaco



Equilibrio de um corpo rigido

Equilibrio de translacio:  Fioial = Z Fext =

S
Equilibrio de rotagdo:  Fiogar = Y 7 X F* =0

1

Em geral, o torque depende do ponto em relagao ao qual €
calculado... Mas, quando a resultante das forgas externas € nula:

— E — Hext E — — —ext —

1 1



Forcas inerciais na rotacao

no referencial S, e para
qualquer vetor unitario €
que rode com O COrpo

G =Gi' +G,j + G2
(d_é) _dG, .,  dG, .,  dG.
S/

dt at 7 ©

dt
= 3
dG dGz ~
(%), "X

1=1

S’ = Sistema de referéncia fixo no corpo e cuja
origem coincide com a do referencial S
S = Sistema de referencia fixo no espago



Forcas inerciais na rotacao
(%f) 1dGM,+ZGd;€Z’

S’ = Sistema de referéncia fixo no corpo e cuja
origem coincide com a do referencial S
S = Sistema de referencia fixo no espago



Forcas inerciais na rotacao

w\ yty’ dt S dt S
-/

G € uma grandeza vetorial qualquer...

S’ = Sistema de referéncia fixo no corpo e cuja
origem coincide com a do referencial S
S = Sistema de referencia fixo no espago



Forcas inerciais na rotacao

A7 AT
— | =\ = W X T
dt ) o \dt )

a
.....
.
3
03

S’ = Sistema de referéncia fixo no corpo e cuja
origem coincide com a do referencial S
S = Sistema de referencia fixo no espago



Forcas inerciais na rotacao

Forcas [orc;a de Coriolis

ficticias| Forca centrlfuga |

S’ = Sistema de referéencia fxo no corpo e cuja
origem coincide com a do referencial S
S = Sistema de referencia fixo no espago



Forca de Coriolis

O ar desloca-se para um

centro de baixas pressoes... F'Coriolis =

Florida e Cuba Costa Sul da Australia

— —/
—2mw X v




Pendulo de Foucault

Em Coimbra:

), = Qcos b0°

2

231.4° /dia
9.64° /hora

), = Qcosb
Velocidade de Co-latitude
rotagdo do plano de (Lat=90°-0)

oscilagao do pendulo

Velocidade de
rotacao da Terra




