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Erros

Errare humanum est, perseverare diabolicum
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nas figuras (b), (c) e (e), os erros sistemáticos originam conjuntos de medidas que estão 
descentradas do verdadeiro valor, sendo má a exatidão. Contudo, se os erros acidentais ou 
aleatórios cometidos forem pequenos (figuras (e) e (f)), originando valores pouco dispersos, a 
precisão é boa. 

 Repare-se contudo que, como o verdadeiro valor da grandeza medida não é 
conhecido, o resultado das nossas medições assemelha-se mais à figura 1.4, onde a dispersão 
os ajuda a perceber se existiram ou não erros aleatórios mas não nos informa sobre a eventual 
existência de erros sistemáticos. 5 

 

 
Figura 1.3 

 
 

 
Figura 1.4 

 
 

1.5. Medidores analógicos e digitais. Incertezas associadas. 
 

Quando realizamos uma experiência, um dos aspetos a cuidar é a seleção dos 
instrumentos de medida que serão utilizados. Os instrumentos devem ser escolhidos de acordo 

                                                 
[5] Em muitas experiências que serão realizadas em TLF e noutras disciplinas, embora não se conheça 

o verdadeiro valor de uma grandeza, conhece-se o seu valor esperado (quando se trata, por ex., da 
aceleração da gravidade, da carga do eletrão, etc.), sendo por isso possível perceber a eventual 
ocorrência de erros sistemáticos. 

(a) (b) 

(c) (d) (e) (f) 

“Erros” aleatórios/sistemáticos



Exatidão/Precisão
• Precisão: “largura” da distribuição dos 

resultados em medidas repetidas 

• Exatidão: quão próximo está o “centro” da 
distribuição das medidas repetidas do “valor 
verdadeiro”
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Distribuição Gaussiana
• Na sequência da análise de medidas de dados 

astronómicos, Gauss descobre que as 
medições repetidas seguem uma lei de 
distribuição que é conhecida por lei de Gauss:



Distribuição Gaussiana

�(x, µ,�) =
1

�
p
2⇡

e�
(x�µ)2

2�2

Centro da distribuição:
Largura da distribuição:

µ

�



Distruibuição Gaussiana
• Porque é que os dados experimentais, sujeitos a 

erros aleatórios seguem uma distribuição de 
Gauss? 

• Teorema do limite central:  
“toda soma de variáveis aleatórias independentes de média finita e variância 
limitada é aproximadamente gaussiana (normal), desde que o número de 
termos da soma seja suficientemente grande”

Uma recolha de dados numa experiência está sujeita a um 
elevado número de variáveis aleatórias (temperatura, 
flutuações da rede eléctrica, erros de paralaxe, etc.), sendo 
aplicável o teorema do limite central…

http://pt.wikipedia.org/wiki/Vari%C3%A1veis_aleat%C3%B3rias


Distruibuição Gaussiana
…também conhecida por distribuição “normal”



Desvio padrão
• Dado um conjunto de N medidas como estimar a 

largura da distribuição?

• Se o número de medidas não for pequeno, uma 
boa estimativa é

� ⇠
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� = lim
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Variância
• Seja X uma variável aleatória
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Distribuição gaussiana

Cerca de 68% das medidas encontram-se 
no intervalo

[µ� �, µ+ �]



O “verdadeiro” valor
• O objetivo de uma medição é estimar o “verdadeiro” valor da 

grandeza que estamos a medir e estimar a incerteza nesse valor.

• Se apenas estiverem presentes erros aleatórios, aceita-se que o 
verdadeiro valor é o máximo da distribuição de Gauss que é 
coincidente com a média dos valores medidos.



A incerteza na estimativa do 
“verdadeiro valor”

• E como estimar a incerteza no valor de     ?µ

• O desvio padrão da distribuição das medidas não 
é uma boa estimativa da incerteza no valor de    !µ

• A incerteza na estimativa do valor médio da 
distribuição de Gauss é inferior à largura da 
distribuição dos valores individuais!



Desvio padrão da média
• Fazendo n medidas repetidas (cada uma com N 

valores) para estimar a distribuição de    :µ
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Médias pesadas
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Erros de leitura
• Quando lidamos com instrumentos de medida há um erro 

mínimo associado à leitura do aparelho.

• Estes erros são especificados pelo fabricante do instrumento e, 
por vezes, referem-se à exatidão e não à precisão da medida…

• Quando efetuamos medidas com esses instrumentos temos de 
verificar se o desvio padrão das medidas não é superior ao erro 
de leitura do instrumento! 



“Erros” 
 aleatórios

Tipo A

Tipo B

Tipo A



Tipo A

Tipo B

Avaliados estatisticamente através de 
medidas repetidas

Estimados de outras formas (p.ex., 
através da “exatidão” dos 

instrumentos)



Probabilistic interpretation (Scenario 1)

!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

&&&&

2V

Δ Δ

1.335 1.3451.340

Probability density
/ (1/V)

Voltage / V
1.335 1.345

(1.340 ±  ε) V

1.340

Leitura de um aparelho digital

Que incerteza (ε) devemos atribuir à leitura?



!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

&&&&

Uniform probability distribution

1.680
Voltage / V

1.675 1.685

Probabilistic interpretation of 
uncertainty in a single reading 

Probability density
/ (1/V)

Uniform probability distribution

Length of the interval 2∆ = 1.685-1.675= 0.010 V

Half of the length ∆ =0.010/2 =0.005 V

Standard uncertainty is     ± / 3 0.003V∆ =



Inference about the measurand

!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%!"#$%%%%%%%%%%%%%%%%%%

&&&&

2V

1.680
Voltage / V

1.675 1.685

Probability density
/ (1/V)

(1.680 ±  0.003) V
Uniform pdf

65% confidence



Sources of type B uncertainty
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Combined standard uncertainty
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Coverage probability 68%

Standard uncertainty = Gaussian 
distribution



Common Type B Probability 
Distributions

Digital measuring instrument Δ Δ

X-Δ X+Δx

1/2Δ

/ 3u = ∆

Analog instruments

1/Δ

X-Δ X+Δx

/ 3u = ∆

/ 6u = ∆



Digital scale
• 83.6 g
• 83.62 g
• 83.627 g

Analog scale

80

80

80

90

90

90

85 83

84



Reading 83.45 g on an analog scale

83.40 83.5083.45 Mass / g

Δ = 0.05 g
u = 0.02 g
Estimate of the measurand is (83.45 ± 0.02) g
assuming a triangular PDF



Propagação de erros
Consideremos uma medida indireta, por exemplo 
da área A de um retângulo a partir das medidas 
(diretas) do comprimento dos lados a e b:

A = a⇥ b a

b

Como é que as incertezas nos valores de a e b se 
propagam à estimativa do melhor valor de A?



Incerteza máxima
• Incerteza máxima no valor de A:

�A =
1

2
[(a+ �a)⇥ (b+ �b)� (a� �a)⇥ (b� �b)]
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A
⇠ �a

a
+

�b

b

ou ainda

Desprezando nesta expressão os produtos   �a�b



Incerteza máxima
• Será a incerteza máxima uma boa estimativa do 

erro associado à medida indireta da área?

• Sim, do ponto de vista pessimista!

• Mas o mais provável é que os erros não 
conspirem contra nós resultando no cenário 
mais desfavorável!



Incerteza mais provável
• Para o cálculo da incerteza mais provável numa medida indireta, 

as incertezas das medidas diretas combinam-se em “quadratura”!
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• Exemplo: 
A = a⇥ b
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2 ,

⇣�A

A

⌘2
=

⇣�a

a

⌘2
+
⇣�b

b

⌘2



“Regras” da propagação de “erros”
09/04/16 15:55Error Analysis and Significant Figures

Page 6 of 6http://www.ruf.rice.edu/~bioslabs/tools/data_analysis/errors_sigfigs.html

It is discussed in detail in many texts on the theory of errors and the analysis of
experimental data. For now, the collection of formulae in table 1 will suffice.

Table 1: Propagated errors in z due to errors in x and y. The errors in a, b and c are
assumed to be negligible in the following formulae.

Case Function Propagated error

1) z = ax ± b

2) z = x ± y

3) z = cxy

4) z = c(y/x)

5) z = cxa

6) z = cxayb

7) z = sinx

8) z = cosx

9) z = tanx

Copyright and Intended Use
Visitors: to ensure that your message is not mistaken for SPAM, please include the acronym "Bios211" in the subject line of e-

mail communications
Created by David R. Caprette (caprette@rice.edu), Rice University Dates
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“Boas práticas”



I - Otimização da recolha de dados



Um padrão“kg” de silício

Problema experimental: medir a distância entre os átomos 
do silício usando difração de RX



Lei de Bragg
n� = 2d sin ✓

0 = 2(�d sin ✓ + d cos ✓d✓)

�d

d
= � cot ✓d✓

✓ ⇠ ⇡

2
! �d

d
⇠ 0

Para minimizar a incerteza devemos escolher um comprimento de onda 
tal que a reflexão medida tenha um ângulo de Bragg próximo de 90º.



Linearização

Lei de Boyle

PV = nRT

Será que a função representada no gráfico é mesmo uma hipérbole?



Lei de Boyle

A representação de V em função de 1/P mostra claramente a (esperada) relação linear, 
demonstrando que o gás segue a lei de Boyle, de forma mais convincente que o gráfico 
de V em função de P!” 



Lei de Gay-Lussac
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- O parâmetro A, ordenada na origem, é encontrado quer graficamente, prolongando a 
reta até cruzar o eixo das ordenadas para x = 0 ou, se o gráfico não contém a origem do eixo 
das abcissas, determinando A, por exemplo, a partir da soma de duas equações 11 BxAY � e 

22 BxAY � . 
 

Embora mais moroso do que o cálculo direto com um programa de software adequado, 
este método gráfico, bem executado, permite determinar de modo fiável os parâmetros A e B 
da melhor reta de ajuste.  

 

1 2 3 4 5

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

 y

 x

y 
(u

.a
.)

x (u.a)  
 

Figura 7.5 – As retas que passam no ponto médio � �y,x  dividem o gráfico em 4 quadrantes. 
 
 

7.5.2. Determinação gráfica das incertezas associadas aos parâmetros da reta 
 
 Nos casos em que o procedimento gráfico anterior é aceitável, põe-se então a questão 
de avaliar a incerteza associada aos parâmetros A e B. Continuaremos a considerar 
desprezáveis os erros nas medidas em x relativamente aos das medidas em y. Podemos então 
proceder do seguinte modo: 
 
 - Voltamos a considerar o centro de gravidade dos N pontos (xi, yi), ou seja, o ponto 
médio � �y,x . As retas horizontal e vertical que passam por esse ponto dividem o gráfico em 
quatro quadrantes (Fig. 7.5). Regra geral, os pontos distribuem-se por dois dos quadrantes. 

 
 - Alinhamos a régua com a melhor reta de ajuste traçada e, com a ajuda do lápis 
apoiado no centro de gravidade, rodamos a régua em torno desse ponto no sentido dos 
ponteiros do relógio. Rodamos até que aproximadamente 16% dos pontos num dos quadrantes 
fiquem abaixo da linha definida pela régua (e, portanto, 84 % de pontos acima dela). No 
quadrante oposto acontece o contrário, ou seja, 84% dos pontos ficarão abaixo da linha 
definida pela régua e apenas 16% acima dela. Na figura 7.6, a linha azul (tracejada) ilustra o 
resultado do procedimento acabado de descrever. 

Com a ajuda da figura 7.7, lembremos que o dobro de 16% (32%) constitui o intervalo 
complementar do intervalo ± V (68%), a que correspondente um desvio padrão (igual à 
largura da distribuição Gaussiana, na aproximação de um número infinito de medidas).  

Ajustes lineares
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reta de parâmetros A e B (Fig. 7.4). Minimizar o F2 corresponde a minimizar a soma dos 
quadrados das distâncias entre os yi medidos e os Yi correspondentes sobre a reta, para o 
mesmo xi, ou seja, na prática, a minimizar a soma dos módulos das próprias distâncias. Como 
uns pontos ficam acima da reta e outros abaixo dela, isso significa que a melhor reta de ajuste 
é aquela, relativamente à qual, a soma das diferenças � �ii Yy �  para os pontos que ficam acima 
da reta é igual (em módulo) à soma das diferenças � �ii Yy �  para os pontos que ficam abaixo 
dela.  
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Figura 7.4 – O ponto experimental (xi,yi) está desviado da reta devido à diferença � �ii Yy � . A reta 

representa o ajuste linear aos pontos experimentais. As barras de erro foram omitidas para 
facilitar a leitura do gráfico. 

 
 
O procedimento para ajustar graficamente uma reta pode descrever-se do seguinte 

modo:  
 
- De acordo com a nota de rodapé n.o 34, comece por determinar e marcar no gráfico o 

ponto � �yx, , onde x  e y  são os valores médios dos xi e yi, respetivamente.  
- Trace uma reta que passe por esse ponto (o centro de gravidade do gráfico), e que 

divida equilibradamente o número de pontos que ficam acima e abaixo dela41;  
- Meça as distâncias (na vertical, segundo y) entre cada ponto e a reta traçada. Se a 

soma das distâncias para os pontos que ficam acima da reta for maior ou menor do que a soma 
das distâncias para os pontos que ficam abaixo dela, a reta traçada não é a melhor e deve 
traçar-se uma nova, reajustando-se o declive de forma a compensar essa desigualdade. Este 
procedimento repete-se   até   que,   tanto   quanto   possível   para   um   tratamento   “a   olho”,   essa  
desigualdade desapareça.42 

- O parâmetro B (declive) é então determinado da forma habitual a partir de dois pontos 
quaisquer da reta traçada:  

12

12

xx
YYB

�
�

 .  

                                                 
[41] Pode acontecer que essa reta passe mesmo por cima de algum outro ponto para além de � �yx,  

mas não deve forçar a sobreposição. 
[42] Por isso sugere-se que faça sempre as retas a lápis, com traço pouco carregado, uma vez que em 

geral é necessário traçar nova reta e apagar a anterior.  

Ajustes lineares
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Figura 7.6 – As retas azul (tracejado) e vermelha (ponteado) representam as retas traçadas seguindo o 

procedimento descrito no texto, rodando a partir da melhor reta de ajuste em torno do 
ponto médio � �y,x . 

 
 

 
Figura 7.7 – Distribuição Gaussiana. A probabilidade de uma medida cair no intervalo ±V é de cerca 

de 68%.  
 
 

A nova reta traçada tem pois a inclinação mínima, Bmin, dentro de um desvio padrão. 
Prolongando a reta até cortar o eixo dos x = 0 (quando tal é possível graficamente) o ponto de 
interseção determina o valor máximo da ordenada na origem, Amax.  
  

- Voltando à melhor reta, rodar agora a régua em sentido anti-horário, em torno do 
mesmo ponto médio, de modo a deixar 16 % dos pontos de um quadrante acima da linha da 
régua e 84 % abaixo dessa linha (e o contrário no quadrante oposto). Esta nova reta determina 
a inclinação máxima, Bmax, e o seu prolongamento até x = 0 corta o eixo dos y em Amin. 
 

Repare que, na região delimitada pelas duas retas de inclinação máxima e mínima 
ficam aproximadamente 68 % dos pontos experimentais, o que é consistente com o conceito 
de desvio padrão para grandezas às quais podemos associar uma distribuição Normal.  
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Para determinar as incertezas em A e B deve agora usar-se:  
 

N

AA minmax

A
2
�

 V  e 
N

BB minmax

B
2
�

 V ,                            (7.27) 

 
onde N é o nº de pares de medidas (xi, yi). 
 
 
7.6. Ajuste dos mínimos quadrados a outras curvas 
 

Função Polinomial : nHxCxBxAy ���� ...2  
 

Para simplificar, e sem perda de generalidade, consideremos o polinómio: 
 

2CxBxAy �� .43                                                (7.28) 
 
Como anteriormente, suponhamos que temos uma série de medidas (xi,yi), i = 1,  …,  N, com 
os xi sem incertezas e os yi igualmente incertos. Para cada xi, o correspondente verdadeiro 
valor de yi é dado pela eq. 7.28, onde A, B e C são ainda desconhecidos. Considerando que os 
yi seguem distribuições normais, centradas no verdadeiro valor correspondente e com a 
mesma largura Vy, a probabilidade de obter os N valores observados y1,…,  yN é, à semelhança 
do procedimento usado nas secções anteriores: 
 

� � 2 
1

2

,...,yProb F�v eyN ,                                              (7.29) 
onde  

� �¦
 V

���
 F

N

1
2

22
i2 y

i y

ii CxBxA .                                         (7.30) 

 
Aplicando o princípio da máxima probabilidade, derivando o expoente e igualando a zero, 
obtemos as seguintes equações: 
 

¦¦¦  ��
i

i
i

i
i

i yxCxBAN 2  

¦¦¦¦  ��
i

ii
i

i
i

i
i

i yxxCxBxA 32                                      (7.31) 

¦¦¦¦  ��
i

ii
i

i
i

i
i

i yxxCxBxA 2432 .  

 
Extraindo os parâmetros A, B e C do sistema de equações 7.31 obtém-se o ajuste polinomial 
dos mínimos quadrados ou a regressão polinomial.44 

                                                 
[43] Um exemplo bem conhecido é o da equação do espaço percorrido por um corpo em queda livre: 

2
00 2

1 gttvyy �� 
. 

[44] Em princípio, um método semelhante pode ser aplicado a qualquer função f(x) que dependa de 
parâmetros desconhecidos A, B, etc. Embora alguns casos possam ser complexos, são sempre 
resolúveis aqueles que correspondam a funções que dependem linearmente dos parâmetros A, B, 
etc, como é o caso, por exemplo, de y = Asinx + Bcosx. 

Ajustes lineares
Método manual (gráfico):
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� �¦
 V

��
 F

N

i y

ii BxAy
1

2

2
2 .                                                 (7.3) 

 
Agora, de um modo que já nos é familiar, consideraremos que as melhores estimativas 

para as constantes desconhecidas A e B são os valores de A e B que maximizam a 
probabilidade da eq. 7.2, ou seja, que minimizam a equação do qui-quadrado (7.3). Para 
encontrarmos esses valores de A e B, diferenciamos a eq. 7.3 relativamente a A e a B 
separadamente e igualamos as derivadas a zero: 
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As duas condições anteriores (7.4 e 7.5) dão origem, respetivamente, às equações: 
 

¦¦  � ii yxBAN ,                                                   (7.6) 
 

¦¦¦  � iiii yxxBxA 2 .                                               (7.7) 
 
O sistema formado pelas equações 7.6 34 e 7.7, por vezes designadas por equações normais, 
pode ser resolvido de modo a fornecer a estimativa dos mínimos quadrados para as constantes 
A e B: 
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Os resultados 7.8 e 7.9 correspondem às melhores estimativas para as constantes A e B da reta 

BxAy � , baseadas nos N pares de ponto medidos (x1, y1),..., (xN, yN). A reta resultante é 
designada por reta de ajuste dos mínimos quadrados ou regressão linear de y em x. 
Relembramos que este resultado (equações 7.8 a 7.10) é válido quando as medidas da 

                                                 
[34] A eq. 7.6 revela um aspeto curioso a que voltaremos na secção 7.5. Rescrevendo-a chegamos a 
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 � � xBAy � , ou seja, o ponto � �yx,  pertence à melhor reta de ajuste. 
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corretamente, que Vy não pode ser estimado com apenas dois pares de medidas. É claro que, 
se N for grande, a diferença entre N e N–2 não é importante.  

 

Na verdade, este fator N–2 é uma reminiscência do fator N–1 que aparece no desvio 
padrão de N medidas de uma mesma quantidade, por exemplo, x. Nesse caso, como se viu no 
Cap. II, para calcularmos Vx tivemos primeiro que determinar o valor médio x .  

No presente caso fizeram-se N pares de medidas. Logo, à partida, existiam N graus de 
liberdade. Contudo, para se calcular Vy foi necessário determinar previamente as duas 
quantidades, A e B, a partir dos N pares de valores. Restam, então, N–2 graus de liberdade. 
Pode demonstrar-se (o que não faremos) que é o nº de graus de liberdade 37, e não o nº de 
medidas, que deve aparecer na fórmula 7.12. 
 
7.2.3. Cálculo das incertezas associadas aos parâmetros A e B 

 
Tendo encontrado o valor da incerteza Vy, podemos agora estimar facilmente as 

incertezas associadas aos parâmetros A e B. De facto, como as estimativas de A e B são 
funções bem definidas dos números medidos x1, ..., xN e y1, ..., yN, as incertezas em A e B são 
obtidas por simples propagação de erros. Tendo em conta que os xi têm incerteza desprezável 
e que os yi vêm todos afetados por Vy, pode mostrar-se que: 
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e que 
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onde, como anteriormente, 
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No caso particular de uma reta que passa na origem38, ou seja, de Bxy  , as equações 7.9, 
7.12 e 7.14 simplificam-se, dando: 
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e 

                                                 
[37] Sobre graus de liberdade, ver nota de rodapé nº 13, pág. 26. 
[38] Embora se apresentem as equações simplificadas para a reta que passa na origem, chamamos a 

atenção para o facto de, regra geral, se dever ajustar a reta geral BxAy �  aos dados 
experimentais. Se não existirem erros sistemáticos ou erros aleatórios grosseiros, o intervalo 

AA Gr deve conter o valor y = 0.  
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Os resultados 7.8 e 7.9 correspondem às melhores estimativas para as constantes A e B da reta 

BxAy � , baseadas nos N pares de ponto medidos (x1, y1),..., (xN, yN). A reta resultante é 
designada por reta de ajuste dos mínimos quadrados ou regressão linear de y em x. 
Relembramos que este resultado (equações 7.8 a 7.10) é válido quando as medidas da 
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Regressão linear
A “melhor” reta que se ajusta aos dados experimentais também pode ser obtida por 
“regressão linear” ou “ajuste por mínimos quadrados” que corresponde a determinar a 
reta que minimiza a soma (pesada às incertezas) do quadrado dos desvios dos dados 
em relação ao modelo linear:

<latexit sha1_base64="On2urbZ71rq7iWmxXlSDqhAwllE=">AAACBHicbVDLSsNAFJ3UV42vqks3g0UQhJKIVDdCrRuXFewD2lAm05t26GQSZiZiKN36AW71E9yJW//DL/A3nLZZ2NYDFw7n3Mu99/gxZ0o7zreVW1ldW9/Ib9pb2zu7e4X9g4aKEkmhTiMeyZZPFHAmoK6Z5tCKJZDQ59D0h7cTv/kIUrFIPOg0Bi8kfcECRok2UivF1/jmrPrULRSdkjMFXiZuRoooQ61b+On0IpqEIDTlRKm268TaGxGpGeUwtjuJgpjQIelD21BBQlDeaHrvGJ8YpYeDSJoSGk/VvxMjEiqVhr7pDIkeqEVvIv7ntRMdXHkjJuJEg6CzRUHCsY7w5HncYxKo5qkhhEpmbsV0QCSh2kQ0t8WXZAh6bNsmGXcxh2XSOC+55VL5/qJYqWYZ5dEROkanyEWXqILuUA3VEUUcvaBX9GY9W+/Wh/U5a81Z2cwhmoP19Qs09Zdp</latexit>

y = A+Bx

O cálculo de A e B (e, eventualmente de σA e σB) estão pré-programados na maioria 
das calculadoras científicas (função regressão linear) e em folhas de cálculo (Excel)

Função a minimizar

Condições de 
minimização:



IPhO
“Candidates must be aware that instruments  

affect measurements”

±0.9% + 1 dig.

10.00 V  ± ?

10 V  ± (0.09+0.01)

10 V  ± (0.1)



Regra de ouro

• Usem o vosso senso comum!


