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I Varios topicos

1. N particulas carregadas com idéntica carga eléctrica ¢ estao dispostas uniformemente
ao longo de uma circunferéncia de raio R . Suponha que remove uma das particulas e
a coloca no centro da circunferéncia, sem que a distribuicao das outras particulas seja
alterada. Qual é o modulo da forca a que fica sujeita essa particula?

Para uma distribuicao simétrica de cargas, E = 0 no centro da circunferéncia. O
campo eléctrico nesse ponto quando se retira uma carga pode ser obtido usando o
principio da sobreposi¢ao. Para tal, considera-se a situacao com uma distribuicao
simétrica de cargas sobrepondo a carga —¢q sobre a carga g que seria removida, simu-
lando assim a situacdo pretendida. Desta forma, é evidente que o campo eléctrico no
centro da circunferéncia terd o médulo
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e o médulo da forga a que fica sujeita a particula que retiramos quando ela é colocada
no centro da circunferéncia é
1 ¢
4dmeg R?

2. Um super-projéctil é langado com velocidade inicial ¥ = vgéy + v,.€, da superficie da
Terra, em que vg é a componente horizontal da velocidade e v, a componente vertical.
A velocidade inicial é suficientemente elevada para que a altura maxima h atingida
pelo projéctil nao seja desprezavel face ao raio da Terra, R. Desprezando a resisténcia

do ar e a rotacao da Terra, calcular h. No caso de a componente horizontal da ve-
2
. ’ ~ V.
locidade ser nula, mostrar que do resultado geral se obtém a expressao h ~ 3£, se

2g°
h << R. Considerar que a massa da Terra é muito superior a do projéctil.

Designando por vy a componente horizontal da velocidade quando a altura é maxima e
sabendo que a componente radial deste vector é nula nesta situagao, pela conservacao
de energia e momento angular, obtém-se as seguintes equacoes:

—GT + im (’Ua +7J,,) = — m + §mvé
mRvg = m(R + h)vj.
Resolvendo o sistema de forma a obter A em funcao dos parametros fornecidos,
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Se vg = 0, o movimento é vertical podendo resolvido utilizando a conservacao de
energia mecéanica,

—GTR = R+h R
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Pela aproximagao em série de Taylor, %M ~ % — %. Aplicando esta aproximagao na

equacao da conservacao de energia,

1 h 1 v2 R%v? v2
G < > 2 < 2GM  2g

. A 1* corda de uma guitarra classica vibra no modo fundamental com a frequéncia de
329,63 Hz (nota Mi). A corda é feita de um fio de nylon (densidade 1015 kg/m?) com
0,69 mm de espessura. O comprimento da corda da guitarra é de 648 mm. Qual deve
ser a tensao do fio, em kgf, para se obter essa frequéncia quando a corda é dedilhada?
Qual é a velocidade de propagacao do som na corda e como se compara com a veloci-
dade de propagacao do som no ar?

O 1° harménico da nota Mi corresponde a uma onda estaciondria de comprimento
de onda A = 2L. Por outro lado, a velocidade v de propagacao do som na corda,
a tensao T da corda e a sua densidade linear de massa, u, estao relacionados pela
expressao

v =

NG

A velocidade de propagacao do som é v = \f = 2Lf = 427 m/s. A densidade linear
ué
m mS m
=T~ s v>—"™
Onde S = 7(d/2)? é a seccio da corda e p a densidade volimica do nylon. Substituindo
os valores numéricos do enunciado obtemos u = 3,79 x 107* kg/m e T = v?p =

69,2 N = 7,1 kef.

. Num motor diesel de injeccao directa uma pequena porcao de combustivel é misturada
com ar e injectada num cilindro onde a mistura gasosa é comprimida rapidamente,
por movimento de um pistao, para um volume final v¢ que é uma fraccao do volume
inicial, v;. A razao r = v;/vr é denominada taxa de compressao do motor. Sabendo
que a temperatura da ignicao do gasoéleo é 800°C, calcular o valor minimo da taxa
de compressao do motor para que o gasdleo entre em ignicao e a pressao final na
compressao. Qual é a energia que é necessario dispender para comprimir o gas até a
ignicdo num motor de 4 cilindros idénticos com uma cilindrada de 1600 cm3?

A compressao do ar no pistao é, em boa aproximacao, adiabdtica (por ser muito
rapida), pelo que a vélida a relacao

PV = K,

onde K é uma constante. Para o ar, que é constituido principalmente por gases
diatémicos, v = 1,403. Considerando a pressao inicial, P, igual a 1 atm ou seja,
P, = 1,01 x 10° N/m? e o volume inicial de 1600 cm? a constante K para o ar contido
num cilindro tem o valor K = 304. Considerando o ar um gés ideal, podemos usar a
relagdo PV = nRT, para relacionarmos os volumes inicial e final com as temperaturas

inicial e final do ar: 1
E — E ! = T’Yﬁl
L \% ’
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onde r € a taxa de compressao do motor. Substituindo valores e resolvendo a equagao
acima em ordem a r obtemos r = 24

Calculemos agora o trabalho realizado na compressao de um ciclindro. Partindo da
definigao,

Vi
W = / Pdv,
Vi

e usando a equagao do processo adiabdtico PV7 = K, obtemos a seguinte expressao
para o trabalho:

|/ e

£ 1 ) =-1,05%x10%J

—K
W =

O sinal negativo do trabalho significa que temos de realizar trabalho para comprimir o
gds.A energia necessaria para comprimir os quatro cilindros é o quadruplo do trabalho
que é necessario para comprimir um cilindro, 1,05 x 10* J.

Considerar a producao de um par protao-antiprotao de acordo com a reaccao

p+tp—p+tp+p+p

Admitindo que um dos protoes estd inicialmente em repouso, calcular a energia cinética
minima que deverd ter o protao incidente para que ocorra a reac¢ao. Nota: esta ener-
gia cinética minima corresponde & situacdo em que os produtos da reaccao ficam em
repouso no sistema do centro de massa.

A energia de uma particula relativista de massa em repouso m e momento linear
p2c2 + m2ct. Os antiprotoes tém a mesma massa em repouso, m, dos protoes. A
energia total das particulas resultantes da colisao é minima quando estiverem paradas
no referencial do centro de massa do sistema. Nesta situacao as quatro particulas po-
dem ser consideradas equivalentes a uma particula inica de massa 4m e cuja momento
linear é igual ao momento linear inicial do protdo. A conservacao da energia impoe

P22 4+ m2ch + mc® = \/p2c® + (4m)2ct
Elevando ao quadrado ambos os membros desta equacao obtemos p = sqrtd8mec e

E, = \/p*c? + m2ct = Tmc?. Assim, para que esta reacgdo ocorra, a energia cinética
minima do protao incidente é E, — mc? = 6mc? ~ 6 GeV.

Electromagnetismo

. Uma particula nao relativista de massa m e carga ¢, move-se no plano zy sujeita a

um campo magnético B = Bk . Quando uma particula carregada é acelerada perde
energia sob a forma de radiacdo. Esse processo pode ser quantificado através da

dE __ q2a2

férmula de Larmor, < = Greoc €M que a ¢ o modulo da aceleragao da particula e E

a energia emitida na forma de radiagao.

(a) Inicialmente e desprezando a radiacdo emitida, a particula move-se com velo-
cidade de valor vy em movimento circular uniforme. Determinar o raio Ry da
Orbita em funcao dos parametros fornecidos.



Como o movimento é circular, a forca de Lorentz actua como forca centripeta,

pelo que
2
v, mug
F=quwB&em2=qyB&Ry=——
quo Ro quo 0 4B

(b) Mostrar agora que o raio da Orbita pode ser descrito aproximadamente por

R(t) = Roe_%, em que T = % . Para tal, tratar a perda de energia

cinética através de radiacdo como uma pequena perturbacao a dérbita circular.

A energia cinética E. da particula vai diminuindo & medida que emite radiacéo:

assim,
dEC:_d£: q2a2 _ q2,U4
dt dt  6mepc? 6megcd R?
Da alinea anterior v = %, 0 que permite obter a seguinte relacao:
d (1 R?¢@B? ¢®R>’B4 dR ¢*R?>B?
_— —MM— = -——- _—= — % a9
dt \ 2 m? 6mregmicd dt 6megm3c?
ou ainda
drR  ¢'B?
dt  6megm3c3

Esta equacao é semelhante a equagdo da descarga de um condensador; por ana-
logia, a solucao desta equacao é

_t 6megm3c?
R t pr— R T = ———
(t) o€ 7 T B

(c¢) Calcular a energia total irradiada e mostrar que esta é igual a %mv% .

A poténcia da radiacao emitida é dada pela férmula de Larmor,

d£ _ q2a2 _ q6R2B4 _ qGB4 R2€_2$
dt ~ 6megc®  6megmied  6megmicd °

Integrando, obtemos a energia total radiada pela particula:

Ei

qGR%B4 +oo€_2£dt7 q6R%B4 1713%32(]271 ,02
~ 6megmicd Jo N 0

6reomic32 2 m 2

Verifica-se assim que toda a energia cinética inicial da particula é perdida sob a
forma de radiacao.

2. A figura seguinte mostra um trilho de carris condutores, de resisténcia desprezédvel,
num plano horizontal, perpendicular a um campo magnético B. A distancia entre os
carris é [. Sobre esses carris pode deslocar-se, sem atrito, uma barra metdlica, de massa
m, e resisténcia R. Numa das extremidades os carris estao ligados a um condensador
de capacidade C. Inicialmente o interruptor S esta virado para a esquerda, pelo que
o condensador é carregado por uma bateria ficando a tensao inicial Uy; de seguida o
interruptor S é ligado para a direita. Observa-se entao que a barra metéalica comega
a deslocar-se para a direita a partir desse instante, atingindo uma velocidade consi-
deravel, pelo que este dispositivo pode considerar-se um “canhao electromagnético”.



(a) Escrever as equagoes do movimento para a barra e mostrar que esta atinge, pas-

sado algum tempo, uma velocidade méxima, vmax. Obter uma expressao para
essa velocidade maxima em fungao dos dados do problema.

Quando se liga o condensador, comega a fluir na circuito uma corrente I = Uy/R.
Esta corrente, que circula na barra, origina uma forca F' = BlI que actua sobre
a barra e provoca nela uma aceleracdo a = BlUy/mR. Mas o movimento da
barra provoca um aumento do fluxo magnético no circuito e, de acordo com a
lei de Lenz, induz uma voltagem no circuito que se opde a variacao do fluxo,
diminuindo a corrente, opondo-se, portanto, a descarga do condensador. Assim,
a medida que o condensador descarrega, diminui a tensao entre as suas arma-
duras e, simultaneamente, a tensao induzida pela variacao do fluxo magnético
aumenta, até uma altura em que as duas tensoes se compensam. Nesta altura
cessa a corrente, e a barra continua o seu movimento com a velocidade maxima
dada pela expressao

Qmin
Bi max —
Uma c
A equagao do movimento da barra é
dv dQ
— = BIll = —-Bl—.
"t dt

Integrando esta equagao obtemos

MUmax = Bl (QO - Qmin)
Podemos assim concluir, destas equagoes, que

p _ _BICU,_ o BL2CT
max—m+B2l207 mln—m+32l2c

Obter as expressoes para a energia final da barra e a energia que resta arma-
zenada no condensador, quando a barra atinge a velocidade méxima. Como
se poderia optimizar este “canhao electromagnético” para que a maior fracgao
possivel da energia inicial armazenada no condensador fosse transferida para o
projéctil (barra)?

X X B X

x P X
l

X X X
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=

Figura 1: Canhao electromagnético.



Massa da Terra M = 5,98 x 10?4 kg

Massa da Lua My =7,3 x 10?2 kg
Raio da Terra R=16,37x 10 m
Distancia Terra-Lua L=384x10%m

Constante gravitacional G = 6,67 x 10711 m3kg=!s™2

Tabela 1: Dados relevantes do sistema Terra-Lua.

As equacgoOes anteriores mostram que a velocidade méxima da barra é directa-
mente proporcional a Uy, pelo que a energia final da barra é proporcional a Ug.
A eficiéncia do “canhéao electromagnético” é medida pela fraccao n da energia
inicialmente armazenada no condensador que se transforma em energia cinética

da barra:
i %mv?nax B 1
— 1 2 = 2
sCU, vm BIVC
20 (3;@ +m )

Como o produto dos termos no interior do paréntesis é 1, e como para quaisquer
dois ntimeros positivos a e b se verifica a desigualdade (a + b)/2 > V/ab, entdo o
denominador da fraccio acima nao pode ser inferior a 22 = 4. Assim, a eficiéncia
mdxima do canhao electromagnético é de 25%, sendo a situacao 6ptima a que
verifica a condicdo m = CB?I2. E interessante verificar que, nesta situagao, 1/4
da energia inicial fica no condensador (que fica com metade da carga inicial), 1/4
da energia é transformada em energia cinética da barra e 1/2 da energia inicial é
dissipada como calor na barra por efeito Joule!

IIT Dias longos, noites escuras

Quando um corpo se move num campo gravitico nao-uniforme, fica sujeito a forgas de maré.
Estas forcas podem ser de tal modo fortes que levem a destruicao do corpo. Esta é, alids,
uma hipédtese para explicar a formacao dos anéis de Saturno. Neste problema iremos estudar
o efeito da Lua nas marés dos oceanos da Terra e na duracao do dia terrestre.

1. Considerar que a Terra e a Lua formam um sistema isolado, isto é, que se podem
desprezar a atraccgao gravitacional do Sol e dos outros corpos do sistema solar. Supor
que a distancia da Terra & Lua é constante, que a Terra estd uniformemente coberta
por um oceano e que a sua atrac¢ao gravitacional pode ser determinada considerando
que toda a massa estd concentrada no centro da Terra. Supor ainda que os efeitos
dinamicos da rotacao da Terra podem ser ignorados.

(a) A Terra e a Lua rodam com velocidade angular w em torno do centro de massa
do sistema Terra-Lua. Qual é a distancia ¢ do centro de massa do sistema ao
centro da Terra?

Usando um sistema de referéncia com origem no centro da Terra, o centro de



massa do sistema Terra-Lua tem coordenada radial

My,
M+MW=ML&(=—"_[&
(M + Mrp) L Mt M,
122
o= 7,3 %10 x 3,84 x 10° = 4,63 x 10° m

5,98 x 1024 + 7,3 x 1022

o que significa que estd no interior da Terral

Determinar o valor de w.

Nas condicées do problema, a unica forca que actua sobre a Terra ou a Lua
é a sua mutua atraccao. Esta forca é por isso a responsavel pela aceleragao
centripeta da Terra ou da Lua. Entao, para a Terra:

Mw?l =G

MMy, GM, G (M + M)

L2 @w:\/L%:\/ [

L [6:67x 1071 x (5,98 x 1024 + 7,3 x 1022)
(3,84 x 108)°

=2,67 x 107% rad/s

o que corresponde a um periodo de 27 dias, 5 horas e 37 minutos.

Nas condicoes do problema, e do ponto de vista de um observador que roda
solidario com a Lua em torno do centro de massa do sistema Terra-Lua, as forcas
que actuam sobre uma particula de massa m (uma gota de dgua a superficie do
oceano, por exemplo) sdo: o campo gravitico terrestre, a atracgdo gravitacional
da Lua e a forga centrifuga devido ao movimento de rotacao da Terra em torno
do centro de massa do sistema Terra-Lua. Para este observador a superficie
liquida da Terra é estatica. Obviamente, para um observador a superficie da
Terra (que roda sobre si préprial), a superficie liquida nao é estatica, havendo
marés. Num ponto de coordenadas (r,¢) a superficie no equador da Terra (ver
figura) a energia potencial de uma massa m pode ser escrita como

I 99 GMm GMmr?
T 2L3

(3 cos? @ — 1) .

Determinar a altura h = r — R da maré no ponto de coordenadas (r,y). Su-
gestdo: fazer as aproximagoes necessdrias, recordando que 1/r ~ 1/R — h/R? e
que 72 ~ R? + 2Rh.

Para que a superficie da agua esteja em equilibrio nao pode haver forgas na
‘horizontal’. Isto é equivalente a dizer que a superficie livre da dgua é uma linha



equipotencial. Entao

V(r, ¢) = constante <
22 GMm GMpmr?

<:>—§mwr - e (3(:052@—1):0‘56(:)
& —%maﬂ (R2 + 2Rh) - G]\ém + G%mh — GAgZ?T2 (3 cos? p — 1) = cte &
(ﬁ; — W) Gmh — Gj\gzng (3COS2<,0— 1) =cte &
o (- () M) Gt Ol ity e
& G}]\imh — GJ\ZZZWQ (3 cos? ¢ — 1) = cte =
:hz%(?;cos%p—l) %%(30%2@—1)

que é a equagao que define o perfil da superficie de agua.

(d) Qual é a amplitude méxima das marés de acordo com este modelo? Quantas
marés altas existem por dia? Os resultados do modelo estao em bom acordo com
os valores obtidos em pontos no meio do oceano.

O valor maximo da expressao anterior obtém-se para ¢ = 0,7 e o minimo para
¢ =7/2,37/2. Entao a amplitude méxima da maré é:

3MpR*

hmax — Amin = 2M7L3 ~ 0,54 m.

Havendo dois minimos e dois maximos para a altura da maré, a rotacao da Terra
levard a que qualquer ponto a superficie ‘passe’ por esses maximos e minimos ao
longo do dia, originando duas marés altas e duas marés baixas.

2. A friccao que as marés exercem sobre a Terra leva a que a Lua se esteja lentamente
a afastar da Terra. A longo prazo este afastamento levard a Lua a ficar estaciondria
sobre um ponto da Terra (metade do planeta nunca vera a Lua!). Considerando que
o sistema Terra-Lua é um sistema isolado, o momento total das forgas externas ao
sistema é nulo (na realidade é, em média, nao nulo mas muito pequeno). No que se
segue, desprezar a rotacao da Lua em torno de si propria e assumir que o eixo de
rotacdo da Terra é paralelo ao eixo de rotacao da Lua em torno da Terra. Assumir
ainda que a Lua roda em torno da Terra no mesmo sentido em que esta roda sobre si
prépria.

(a) Obter a energia total do sistema Terra-Lua num sistema de referéncia em que a
Terra esteja em repouso na origem.

Neste referencial a Terra nao possui movimento de translaccao, por isso a energia
total do sistema é a soma da energia cinética de rotacao da Terra, da energia
cinética de translaccao da Lua e da energia potencial gravitica do sistema. A
energia cinética de rotacao da Lua é desprezada visto se ignorar a rotacao da



Lua em torno do seu eixo (de qualquer modo, dada a diferenga de massas, esta
energia seria sempre muito menor que qualquer dos outros termos). Entao,

1 GMM 1

E=_-Mp? - —— 4+-I0?

2t L 2
onde v € a velocidade de translaccao da Lua, 2 a velocidade angular de rotagao
da Terra em torno de si prépria e I o momento de inércia da Terra. E facil
relacionar v e L, visto que

G (M + M) G (M + My)
e I3 L
Entao,
1. GM+My) GMM 1., GMM 1_
E=-M - ST A L L 2102,
9k L L T3 T

Determinar o momento angular total da Lua apenas em fungao da distancia da
Terra a Lua.

O momento angular total da Lua é apenas o seu momento angular orbital (despreza-
se a rotagao da Lua). Entéao, calculando-o em relagao ao centro da Terra, vem:

M+ M
L= ML = M G(LJFL)L ~ M VGML.

A duracdo do dia terrestre aumenta 4,4 x 1078 s por dia. Estimar o aumento
diario da distancia Terra-Lua.

Como nao hd momentos de forga externos ao sistema, o momento angular do
sistema Terra-Lua (J) é constante. Para o obter, é necessirio somar o mo-
mento angular da Lua em relagdo ao centro da Terra (L, calculado na alinea
anterior) e o momento angular associado a rotagao da Terra sobre si prépria (S).
Nas condigoes do problema, estes dois vectores possuem a mesma direcgao, pois
assume-se que os eixo de rotagao sao paralelos. Como os sentidos de rotacao sao
0s mesmos, os vectores também possuem o mesmo sentido, logo:

J=L+S=MVGML+ IQ.

A taxa de variacdo do momento angular da Lua é:

11 dL
L yvanrt L

dt 2L dt’
logo
dc/dt 1 dL
£ 2L dt’

Pode-se relacionar esta taxa de variacao com a taxa de variacao da velocidade de
rotacao da Terra visto o momento angular total se conservar:
dg dL dS dS  dC ds) 1 dL

W ata T aT a " e Saa



Ora, como o periodo de rotagao da Terra (a duragao do dia) é T' = 27 /42,

d __2mdT
dt T2 dt
donde
dL oOLI  dQ ArIL dT

At~ MyJGML dt  MoJGMT®? dt

Usando os valores actuais para L e T, obtemos dL/dt = 9,6 x 1075 m/dia=
2,89 mm/meés. Isto significa que a Lua se afasta 3,5 cm por ano da Terra (3,8 cm,
de acordo com as medidas mais recentes). Como termo de comparacao, a deriva
dos continentes processa-se a uma velocidade média de 1-2 c¢cm por ano.

(d) Escrever a energia total do sistema Terra-Lua apenas em fungao do momento
angular da Terra.

Ora, ja se sabe que

GMM 1.,
Er~———L 102,
2L 2

Por outro lado o momento angular da Terra é
S=10

e oda Luaé

L=MVGML.

Entao,
L? S? G*’M?M3? S
E = 4+ — = _ 2 7L —,
2Mp L% 21 2L2 21
que pode facilmente exprimir-se apenas em fungao de S recorrendo a conservagao
do momento angular total — L =7 — S:

G*M?M;} +Sj
2T —8)* 2’

(e) A variacdo da duracdo do dia terrestre é devida, em parte, ao atrito das marés!.

Havendo uma forca dissipativa, a energia total do sistema nao se conserva. Esta
forga é também responsavel pela variacdo do momento angular da Terra. Quando
a separacao entre a Terra e a Lua atingir um valor critico esta forca deixard de
existir. Assumindo que o efeito da friccdo das marés se manifesta apenas na
variacao do momento angular da Terra e da Lua, qual é este valor critico? Qual
serd a relacao entre a velocidade orbital da Lua e a velocidade de rotacao da
Terra nessa altura?

A variagdo do momento angular da Terra (e correspondente variagao do momento
angular da Lua devido & conservacdo do momento angular total do sistema) im-
plica que a energia total do sistema vai variar, como se pode constatar pela
analise da expressao anterior. Pode-se considerar, na expressao da energia total
do sistema, que a friccao das marés estd “escondida” no momento angular. O

! As marés nio tém efeito apenas no mar. O niicleo da Terra tem uma parte liquida e mesmo as camadas
sélidas da Terra nao sao totalmente rigidas.
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ponto de equilibrio que se pretende encontrar deverd ser um extremo da energia
total. Para o determinar, basta entdo minimizar a energia total em ordem ao
momento angular da Lua (ou da Terra) mantendo J constante:

T AL | ;i 202 or
G MM} S L
il VR = __Q.
< s 7=,

Esta igualdade mostra que os extremos da energia sao obtidos quando as wvelo-
cidades de rotacao da Terra sobre si prépria e de rotagao da Lua em torno da
Terra forem iguais, isto é, quando a Lua estiver estacionaria sobre um ponto da
Terra. A separacdo entre a Terra e a Lua nessa altura pode-se obter reparando
que, em qualquer instante:

J - M VGML
- I

Q

e que, quando se atinge a co-rotacao,

Loo  GMLy

Q. = =
< MpL2, L2,

Entao,

J —MivVGMLs  GMLo
1 L2
que é uma equagao que se pode resolver, por exemplo, graficamente. O valor que
se obtém para a separagao Terra-Lua quando se atinge a co-rotagao (utilizando
o actual valor do momento angular total do sistema, J) é:

Loo = 5,972 x 10° m = 1, 56L .
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